
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс, вариант 1

1. [4 балла] Натуральные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 таковы, что 𝑎𝑏 делится на 29310510, 𝑏𝑐 делится на 214313513,
𝑎𝑐 делится на 219318530. Найдите наименьшее возможное значение произведения 𝑎𝑏𝑐.

2. [5 баллов] Дан прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶. Окружность, касающаяся прямой 𝐵𝐶 в точке
𝐵, пересекает высоту 𝐶𝐷, проведённую к гипотенузе, в точке 𝐹 , а катет 𝐴𝐶 – в точке 𝐸.
Известно, что 𝐴𝐵 ‖ 𝐸𝐹 , 𝐴𝐷 : 𝐷𝐵 = 3 : 1. Найдите отношение площади треугольника 𝐴𝐵𝐶 к
площади треугольника 𝐶𝐸𝐹 .

3. [4 балла] Решите уравнение 5 arcsin(cos 𝑥) = 𝑥 +
𝜋

2
.

4. [5 баллов] Найдите все значения параметра 𝑎, для каждого из которых найдётся значение па-
раметра 𝑏, при котором система уравнений{︃

𝑎𝑥 + 2𝑦 − 3𝑏 = 0,

(𝑥2 + 𝑦2 − 9) (𝑥2 + 𝑦2 − 12𝑥 + 32) = 0

имеет ровно 4 решения.

5. [5 баллов] Некоторые числа 𝑥 и 𝑦 удовлетворяют равенствам

log4
3 𝑥 + 6 log𝑥 3 = log𝑥2 243 − 8 и log4

3(5𝑦) + 2 log5𝑦 3 = log25𝑦2

(︀
311

)︀
− 8.

Найдите все возможные значения произведения 𝑥𝑦.

6. [5 баллов] На координатной плоскости дан параллелограмм с вершинами в точках 𝑂(0; 0),
𝑃 (−14; 42), 𝑄(6; 42) и 𝑅(20; 0). Найдите количество пар точек 𝐴 (𝑥1; 𝑦1) и 𝐵 (𝑥2; 𝑦2) с целы-
ми координатами, лежащих в этом параллелограмме (возможно, на границе) и таких, что
3𝑥2 − 3𝑥1 + 𝑦2 − 𝑦1 = 33.

7. [6 баллов] Дана треугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶, медианы 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 треугольника 𝐴𝐵𝐶
пересекаются в точке 𝑀 . Сфера Ω касается ребра 𝐴𝑆 в точке 𝐿 и касается плоскости основания
пирамиды в точке 𝐾, лежащей на отрезке 𝐴𝑀 . Сфера Ω пересекает отрезок 𝑆𝑀 в точках 𝑃 и
𝑄. Известно, что 𝑆𝑃 = 𝑀𝑄, площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна 90, 𝑆𝐴 = 𝐵𝐶 = 12.

а) Найдите произведение длин медиан 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1.

б) Найдите двугранный угол при ребре 𝐵𝐶 пирамиды, если дополнительно известно, что Ω
касается грани 𝐵𝐶𝑆 в точке 𝑁 , 𝑆𝑁 = 4, а радиус сферы Ω равен 5.
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